תנועה בקו ישר – שיעור 2
המילה קינמאטיקה, נגזרת מהמילה היוונית – "קינזיס" שמשמעותה תנועה. 

הקינמאטיקה, היא תורת התנועה, כלומר אוסף של תובנות וכלים מתמטיים שמטרתם לטפל בתנועה של גופים. 

בכדי לתאר תנועה בקו ישר (ותנועה בכלל), כדאי להבין את משמעותם של ארבעה מושגים:

1. דרך.

2. מהירות.
3. תאוצה.
4. ו...זמן.
עבור הקורס הזה, הבנה של ארבעת המושגים האלה, היא הבנה מספיק טובה של תנועה בקו ישר. 
שלושת המשתנים הראשונים קשורים קשר בלתי נפרד אחד אל השני, קשר אותו נבין מאוחר יותר. הדרך שלנו, להבין את המושגים שלעיל, היא לצייר. הבה נצייר גרף של מרחק כפונקציה של זמן. כלומר, נניח שמכונית נוסעת על כביש ישר, הדרך השלמה לחקור את התנועה שלה, היא לציין את המיקום שלה בכל נקודת זמן. אם נביט לרגע בכביש ובמכונית:
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סימנו על הכביש מקום שלשם הסדר הכללי, החלטנו לתת לו שם: אפס.

כלומר, כל פעם שנמדוד מרחק, נשתמש בנקודה המסומנת כנקודת המדידה, ממנה נמדוד והיא תיחשב כנקודה שהמרחק בה הוא אפס.

עכשיו נעשה כמה דברים, נחלק את הכביש שלנו לחלקים ונמספר אותם (בכדי שנוכל למדוד מרחק), ונקבע שהמקום שהמכונית נמצאת בו, הוא הקצה הקדמי של המכונית – הפגוש.

עכשיו, בואו נצלם את המכונית בכמה זמנים: בשנייה האפס (כלומר המקום שבו התחילה המכונית את הנסיעה) הראשונה, השנייה, השלישית.
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כך תיארנו את הנסיעה עד לשנייה השלישית. אבל ישנה דרך להשתמש גם בציר האנכי בשביל לתת מידע (במקום הטקסט שמעל המכוניות -  לעיתים נוח יותר לראות תבניות ככה).
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כלומר, יש לנו שרטוט של מרחק המכונית כפונקציה של הזמן. אם במקום המכוניות נצייר נקודות ונהפוך בין הצירים (נהוג שהזמן הוא הציר התחתון והמרחק הוא העליון), נקבל:
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שימו לב שגם חיברנו את הנקודות בקווים. מה שציירנו כאן, נקרא גרף של מרחק כפונקציה של זמן. מגרף כזה ניתן ללמוד כמה דברים על התנועה וגרפים כאלה ישמשו אותנו גם עבור נושאים אחרים. בכדי לכתוב שהמרחק משתנה כפונקציה של הזמן, נהוג להשתמש באותיות לטיניות וסוגריים:
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משמעות משוואה (1.1) היא שאנו מודדים את הדרך ((x כפונקציה של הזמן (t). או בעברית, תנו לי את הזמן t , ואני אגיד לכם איפה נמצאת המכונית (x) בעזרת הנוסחה (1.1).
תנועה במהירות קבועה

הבה נגדיר מהירות (v) כקצב שינוי הדרך ליחידת זמן. כלומר כמה דרך אנחנו עוברים בזמן נתון. לדוגמא, אם מכונית עוברת 100 קילומטר כל שעה אחת, נאמר שהמהירות שלה היא 100 קילומטר לשעה (קמ"ש). 

במילים אחרות, המשוואה שמגדירה את המהירות:
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כשהמשולש במשוואה (1.2) נקרא דלתא (האות היוונית) ומציין הפרש (בין מיקום 1 ל-2 וזמן 1 ל-2). 

לאחר שהגדרנו מהי מהירות (קבועה לאורך קטע מסוים), נביט במשוואה (1.2) ונוכל לראות שניתן לבודד גם משתנים אחרים. נניח שנתונים המהירות והזמן, כלומר מישהו מספר לנו שהוא נסע במהירות 80 קמ"ש במשך שעה, אז לפי:
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נוכל להגיד לו בבטחה שהוא  עבר 80 קילומטר. 
שימו לב שאת (1.3) השגנו משינוי נושא נוסחה (בודדנו את x) של משוואה (1.2).

כעת, כשאנחנו שולטים בסודות תורת המהירות הקבועה, נפנה לטפל במצבים קצת יותר מעניינים, שבהם המהירות אינה קבועה. הבה נצייר גרף כמו הגרף שלמעלה, שמתאר את הדרך כפונקציה של הזמן, רק שהפעם התנועה מסובכת יותר. היא עדיין בקו ישר (אנחנו רק מודדים את x – אפשר לדמיין כביש ישר) אבל המהירות לא קבועה.
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הגרף הזה נראה מסובך קצת, אבל הוא יכול לתאר תנועה אמיתית לחלוטין של מכונית לאורך כביש ישר. האם ניתן ללמוד משהו מהגרף הזה?
הבה נחלק את הגרף לקטעים:
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מה ניתן להגיד על התנועה בקטעים?
הבה נסתכל שוב על:
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כשהמהירות קבועה, אז התלות של x בזמן היא לינארית. מה הכוונה? הכוונה שהזמן מופיעה בחזקה 1. למה זה מעניין? 

כי תלות לינארית היא בעצם קו ישר. להזכירכם, משוואת קו ישר היא בעצם:
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כש-t  הוא המשתנה הבלתי תלוי  ו- y הוא המשתנה התלוי. כש-c הוא השיפוע ו-b   נקודת החיתוך עם ציר ה-y.  ניתן לראות ש-(1.3) היא בעצם משוואת קו ישר. אפשר אפילו להרחיב אותה למקרה שאנחנו לא מתחילים באפס:
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כלומר, 
[image: image13.wmf]0
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 היא הדרך ההתחלתית (אם התחלנו במרחק 1 קילומטר מהאפס, אז 
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ואז ניתן לראות שבעצם (1.5) היא משוואת הישר (1.4) כש-
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 הוא בעצם b ו-השיפוע, c, הוא המהירות. 

כלומר, השיפוע מייצג את קצב שינוי x עם המשתנה הבלתי תלוי שלו- t. קצב שינוי הפונקציה לפי המשתנה הבלתי תלוי שלה, הוא בעצם המהירות, או השיפוע.

מכאן כבר ניתן לנחש שבקטע שהגרף של 
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 הוא בעצם קו ישר, המהירות בעצם קבועה. כי השיפוע קבוע. זה המקרה בקטעים A,C, D ו-E.

מה קורה בקטע B?

הבה ניגש לעניין בדרך אחרת. לשם ההבנה נצטרך להיכנס להגדרה המדויקת של שיפוע גרף.

אם נביט בקטע –B מקרוב:
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נראה שיהיה לנו קשה לדעת מה קצב המרחק שעובר כפונקציה של יחידת זמן. כלומר, אנחנו יודעים שזה לא קו ישר ולכן המהירות לא קבועה. לא נוכל להשתמש במשוואה (1.3) כפשוטה. 

אבל, אולי אם נחלק את פונקצית הדרך לחלקים קטנים, כל כך קטנים עד שכל חלק יהיה קו ישר, אז נוכל להפעיל את הנוסחה שלנו (1.3).
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הדגמנו בציור, חלוקה לקטעים קטנים, מספיק קטנים בכדי שיהיו קווים ישרים בפני עצמם. משום שאיננו רוצים להתחייב על אורך מסוים (וזה גם לא משנה, מייד תראו), נקרא להם בשם:
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אם נשתמש במשוואה (1.3) ונזכור שמהירות היא גם שיפוע:
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כעת, נרצה להקטין את הקטעים מאוד, עד כדי שהם יהיו באמת קו ישר, נסמן את זה כך:
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 (1.7)

בעברית, הפעולה הזאת של הקטנת הקטעים וחישוב השיפוע בכל קטע קטן, היא בעצם השאפה של הקטעים לאפס. התוצאה זהה לפעולה מתמטית הנקראת נגזרת ומסומנת כמו בצידה הימני של (1.7). ניתן לחשב את הנגזרת בכל מקום בגרף (כלומר עבור כל t). במילים אחרות, השיפוע בגרף של x(t) הוא בעצם המהירות. המהירות היא בעצם הנגזרת של x לפי t. כל השלושה, מהירות, שיפוע, נגזרת,  הם בעצם שמות אחרים לאותו יצור מתמטי במקרה שלנו.
הערה: נגזרת, היא נושא רחב בפני עצמו שלא נוכל לעבור עליו בקורס. ישנם קישורים בדף הבית, מי שרוצה הרחבה שיפנה אליי.

איך זה מסתדר עם מה שאמרנו עד עכשיו על קווים ישרים ומהירות קבועה?

אם נביט שוב במשוואה של הקו הישר:
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אם נחשב את הנגזרתמ של (1.5):
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קיבלנו שהנגזרת של x לפי הזמן, היא בעצם המהירות. כלומר השיפוע בגרף, הוא המהירות. ואם המהירות קבועה, אז הנגזרת קבועה ולכן גם השיפוע. 
שיפוע קבוע, הוא בעצם קו ישר.

אם קשה לכם לעכל את המילים, נסו להסתכל שוב בגרף שלנו:

בכל הקטעים, חוץ מקטע B, הפונקציה היא קו ישר. מכאן שבכל הקטעים הללו, המהירות קבועה. שימו לב, המרחק משתנה כמעט בכולם אבל במהירות קבועה. בקטע A, לדוגמא, המרחק עולה עם הזמן, השיפוע חיובי. מכאן שהמהירות חיובית. וזה נשמע הגיוני, משום שהמכונית צוברת מרחק "קדימה".

לעומת זאת, בקטע  E, המרחק קטן עם הזמן, השיפוע שלילי ולכן המהירות שלילית – המכונית מאבדת מרחק, חוזרת אחורה לכיוון האפס. 

ולסיום, שימו לב שבקטע D, השיפוע הוא אפס (מקביל לציר הזמן), מכאן שהמהירות היא אפס?

אם תבדקו תראו שאכן, המרחק לא משתנה עם הזמן.

אבל האינטואיציה החדשה שלנו יכולה לשמש אותנו גם במקומות שאין קווים ישרים. 
שימו לב מה קורה ב-B. השיפוע מתחיל, כמו ב- A, חיובי, ועם הזמן מגיע לאפס (כמו ב-D) ואף יורד והופך שלילי עד לקטע C שבו הוא נעצר ונשאר קבוע. מה זה אומר על המהירות?

השיפוע מתחיל חיובי, כלומר המהירות חיובית, כלומר המכונית נוסעת קדימה. אבל השיפוע יורד, כלומר המהירות יורדת, המכונית מאטה (המהירות משתנה!) את נסיעתה, עד שהשיפוע הוא אפס, באמצע (בערך) קטע B. זה אומר שהמכונית עצרה לרגע חולף אחד. כשהשיפוע הופך שלילי, המהירות שלילית וזה אומר שהמכונית נוסעת לאחור. 

כלומר, רק מהאינטואיציה לגבי הנגזרת והשיפוע, ניתן לומר שבקטע B, המכונית מאטה כלומר מאיצה אחורה (תאוצה שלילית לכל אורך הקטע). 

אזי, סיפור הגרף שלנו הוא כזה:

A: מכונית נוסעת במהירות קבועה קדימה.

B: מכונית מאיצה לאחור כלומר מאטה ואז נוסעת לאחור במהירות גדלה.

C: מכונית נוסעת במהירות קבועה לאחור.

D: מכונית עוצרת לזמן מה.

E: מכונית נוסעת לאחור ומגיעה כמעט עד לנקודת ההתחלה.

דוגמא:
נתונה הדרך שמכונית עושה כפונקציה של זמן:
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הניחו ש-t נמדד בשניות ו-x במטרים.

מהי סוג התנועה המתוארת בפונקציה? (שוות מהירות, שוות תאוצה?)
ציירו את הגרף המתאר את התנועה. 
מהי נקודת ההתחלה (t=0) של המכונית. מהי המהירות, אם היא קבועה?

תשובה:

בכדי לצייר גרף, מומלץ להכין טבלה של ערכים:

	26
	18
	10
	2
	x(t)

	3
	2
	1
	0
	t


לסמן את הנקודות ואז לחבר אותן (אם זה קו ישר).
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בכדי לדעת מהי נקודת ההתחלה, יש להציב ב-t  את המספר 0. הצבה פשוטה תראה שמדובר בנקודה: 
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כלומר נקודת ההתחלה היא 2 מטר מנקודת האפס.

המהירות, היא בעצם המקדם של – t כלומר 8 מ"ש. בואו ונבדוק אם הנגזרת מראה את זה:
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אכן.

תאוצה:

בכדי שנוכל לתאר באופן מתמטי מדויק גם את המצבים (כמו בקטע B ) שבהם המהירות אינה קבועה, עלינו לשכלל מעט את הכלים שהשתמשנו בהם למעלה. 

הפעם, בכדי להגדיר שינוי מהירות, נשתמש במשוואה אנלוגית ל-(1.2):
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כמו שהגדרנו קצב שינוי דרך, נגדיר הפעם קצב שינוי מהירות. הבה נצייר את הגרף המתאים לגרף הקודם, רק שהפעם נצייר את המהירות כפונקציה של הזמן:
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שימו לב, את מה שמצויר בגרף הזה, ידענו כבר. ידענו שהמהירות חיובית בהתחלה, ואז שלילית אחרי קטע B וכו' וכו'. 

אם כך, מה עוזר לנו ציור הגרף הזה?

שימו לב לשיפוע. בקטעים A, C,D ו-E השיפוע הוא אפס (כלומר הקו מקביל לציר הזמן). רק בקטע B (ובקטעי מעבר מהירים) השיפוע שונה מאפס. אם ננסה להיזכר אחורה, רק בקטע B, המהירות לא הייתה קבועה עם הזמן. כלומר רק בקטע B, הייתה לנו תאוצה. כלומר, כנראה שהשיפוע במקרה של גרף המהירות כפונקציה של הזמן, מספר לנו משהו חשוב על התאוצה. מהו?

הבה נסתכל על (1.9) שוב:
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שימו לב שיחידות המהירות הן דרך לזמן בריבוע.

אם נחזור שוב על שיטת החלוקה לחלקים מאוד קטנים וישרים, נקבל:
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 (1.7)

במילים אחרות, התאוצה עצמה היא השיפוע של הגרף של המהירות כפונקציה של הזמן. אם נסתכל שוב על הגרף למעלה, נוכל להבין שהתאוצה בכל הקטעים A, C, D ו-E היא אפס. רק בקטע B, היא שונה מאפס, למעשה שלילית.

הבה ונבדוק את עצמנו. 

אמרנו שתנועה בקו ישר, כמו שבדוגמא הראשונה, היא תנועה במהירות קבועה, ללא תאוצה. האם המשוואות יראו לנו את זה?

הדרך הייתה:
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לכן המהירות:
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המהירות קבועה. מהי התאוצה?
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אפס. גזירה של משהו קבוע, נותנת אפס. כצפוי.

עכשיו נתעסק בדוגמא נוספת, חשובה כמו האחרונה.

דוגמא:

נתונה הדרך שמכונית עושה כפונקציה של זמן:
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הניחו ש-t נמדד בשניות ו-x במטרים.

מהי סוג התנועה המתוארת בפונקציה? (שוות מהירות, שוות תאוצה?)

ציירו את הגרף המתאר את התנועה. 

מהי נקודת ההתחלה (t=0) של המכונית. מהי המהירות? מהי התאוצה?

תשובה:

בכדי לצייר גרף, מומלץ להכין טבלה של ערכים, כמו קודם. אם תציירו מספיק נקודות ותחברו אותן, תקבלו את התמונה הבאה:
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זוהי פאראבולה. 
אנחנו עוד לא יודעים מהי סוג התנועה המתוארת כאן, נחכה לפתרון השלם. בכל זאת ניתן לראות שהשיפוע גדל עם הזמן, כלומר המהירות אינה שווה לאורך התנועה, ישנה תאוצה.

אנחנו כן יכולים לדעת מהי נקודת ההתחלה. הצבה פשוטה של t=0 תיתן: 1 מטר.

הבה ננסה לבדוק מהי המהירות, לפי הנוסחאות שפיתחנו:
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קיבלנו שהמהירות אינה קבועה בזמן, כלומר זאת תנועה מואצת. אפשר גם לראות שכל עוד הזמן מתקדם קדימה (ובקורס הזה זה תמיד נכון) המהירות תהיה חיובית. אפשר לנחש שהתאוצה היא גם חיובית במקרה הזה. 

הבה נחשב את התאוצה:
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קיבלנו שהתאוצה קבועה. כלומר, סוג התנועה הוא של תנועה שוות תאוצה. 

במילים אחרות, פאראבולה היא בעצם תנועה שהתאוצה בה קבועה.

היכן אנו יודעים שישנה תאוצה קבועה?

כוח המשיכה, מאיץ גופים בתאוצה שמשתנה עם המרחק (נדבר על זה יותר מאוחר בקורס). אבל סמוך לפני כדור הארץ, ניתן להניח שהתאוצה קבועה. 

כשאנחנו זורקים כדור מבניין, הוא ינוע בתאוצה קבועה כלפי מטה. זה אומר שהמרחק ישתנה בצורה פונקציונאלית פאראבולית. 
תאוצה קבועה

אנחנו יודעים מה המרחק שעובר גוף במהירות קבועה (1.3), אבל מהי הנוסחה למרחק בתאוצה קבועה?

יש כמה דרכים להגיע אל התשובה. אחת מהן היא להפוך את הנגזרות. הרי, אנחנו יודעים ש-
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ואנחנו יודעים ש:
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אם נציב את המהירות מהנוסחה הראשונה בתוך הנוסחה השנייה, נקבל:
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 (1.10)

זהו הסימון לנגזרת שנייה. כלומר, התאוצה היא נגזרת שנייה (גוזרים פעמיים) של הדרך. הדרך להפוך את המשוואה ולדעת מהי הדרך, בהנחה שנתונה התאוצה, היא לעשות אינטגרל. אבל בשלב הזה של הקורס, אינטגרלים מתקדמים מדי עבורנו ולכן נעשה זאת בדרך אחרת ופשוטה יותר. 
אם נביט ב-(1.3):
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הוספנו גם את המרחק ההתחלתי בכדי להיות הכי כלליים שאפשר.

ונבודד את התאוצה ב-(1.9):
[image: image1.png]


(1.10B)

גם כאן הוספנו את המהירות ההתחלתית (כל גוף מתחיל מאיזושהי מהירות, גם אפס).

נוכל להשתמש בטיעון הבא:

גוף שמשנה מהירותו באופן קבוע (תאוצה קבועה) כאילו נע במהירות ממוצעת בין המהירות ההתחלתית לסופית. לא נוכיח את הטיעון (בכיתה אני אצייר ואסביר קצת).

במשוואות, נוכל לכתוב את זה כך:
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כש- v היא המהירות הסופית. שימו לב שהצבנו במקום המהירות הרגילה את המהירות הממוצעת בין ההתחלתית לסופית. אם כך, מה הקשר לתאוצה?

נציב את המשוואה שלנו (1.11) לתאוצה:
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 (1.12)

וכך קיבלנו את הנוסחה למרחק בתנועה של תאוצה קבועה:
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 (1.13)

שימו לב שהמרחק ההתחלתי, אינו תלוי בזמן ואילו איבר המהירות תלוי בזמן באופן לינארי (בחזקת אחד) . האיבר הבא ברשימה שמתאר את השינוי של השינוי (המהירות) הוא איבר התאוצה שהזמן בו הוא בריבוע. 
מדוע אם כך איננו ממשיכים את רכבת האימה הזאת ומחפשים גם מהו האיבר שבו הזמן בחזקות גבוהות יותר? אולי יש בו משמעות נסתרת?

התשובה היא שאין בהן משמעות נסתרת ובתנאים מסוימים הם יכולים להיות מעניינים. בקורס הזה (ובעוד הרבה מאוד נושאים) אלה הם כל האיברים המעניינים.

עוד נוסחה יעילה, הקשורה בתנועה שוות תאוצה, היא כזאת שאם נתונה לנו התאוצה והמרחק, אז נוכל לקבל את המהירות. הדרך להרכיב אותה היא ע"י שימוש בנוסחאות (1.13) ו- (1.10B). זהירות, אלגברה ארוכה יחסית. נסו לראות אם אתם מצליחים לשחזר את הצעדים המתמטיים.
אם נבודד את הזמן-בריבוע בנוסחה (1.13):
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ונציב את הזמן כפי שניתן לקבל אותו מ-(1.10B):
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כעת נפתח את אגף שמאל של (1.15):
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עכשיו נפתח את כל הסוגריים בכדי שנראה מה מצטמצם עם מה:
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שימו לב שהאיבר השלישי באגף שמאל והאיבר השלישי באגף ימין מצטמצמים. כמו כן אחרי עוד צמצומים אחרים נקבל:
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אם נכפול את שני האגפים ב- a ונסמן 
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זהו.

הבה נסכם את כל הנוסחאות שצברנו עד כה (וכן, שיופיעו במבחן, סביר להניח):

תנועה במהירות קבועה:
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תנועה בתאוצה קבועה:
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ההגדרות המדויקות (דיפרנציאליות) של מהירות ותאוצה:
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דוגמאות מספריות, יופיעו בתרגול.
� EMBED Equation.3  ���
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